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A OBJETIVIDADE DA MATEMATICA

Se pudéssemos voltar no tempo, para 10.000 anos atras, e chacoalhdsse-
mos um pouco a Terra, e entdo contrafatualmente a humanidade pudesse
evoluir a partir desta condigdo inicial levemente diferente, serd que a huma-
nidade chegaria s mesmas estruturas mateméticas que ela chegou em nosso
mundo atual? Muito certamente, se nossa espécie ndo fosse destruida por
algum cataclisma, ela teria chegado ao teorema de Pitdgoras, ds secoes cbni-
cas, 20 nimero zero, 4 lgebra, 2 geometria analitica e ao calculo. Poderfamos
imaginar cem mundos diferentes ramificando em histérias causalmente pos-
siveis. (PESSOA JUNIOR, 2009) Certamente a ordem em que 0s conceitos e
resultados matematicos surgissem seria diferente em muitas historias: uma
investigagio dos caminhos possiveis pelos quais a matemdtica poderia ter
sido construida seria deveras interessante! Provavelmente, na maioria des-
ses mundos, chegar-se-ia aos niimeros imagindrios, aos conjuntos transfi-
nitos, 4 incompletude da aritmética, & andlise nao standard e & constante de
Chaitin, mas pressdes circunstanciais e culturais certamente teriam atrasado

ou adiantado o surgimento de alguns desses conceitos.
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Em suma, a maior parte da matematica seria a mesma na majoria des-
ses cendrios contrafatuais, ou mesmo em mundos causalmente possiveis que
se ramificariam em tempos muito anteriores a 10.000 anos. Nesse sentido,
pode-se afirmar que a matemdtica ¢ objetiva. Mas como se pode explicar esta
objetividade?

FILOSOFIA DA MATEMATICA PARA FiSICOS

HA4 varios anos venho ministrando uma disciplina optativa de Filosofia
da Fisica para licenciandos e graduandos em Fisica da Universidade de Sao
Paulo, e alguma atengdo tem sido dada a filosofia da matemética. Algumas
questdes que sdo de interesse aos filosofos profissionais, como a discussdo
sobre a indispensabilidade da matemdtica para a ciéncia (COLYVAN, 2011),
tende a gerar mais bocejos nos alunos do que perguntas. Mas outras questdes,
concernentes A aplicagio da matemdtica na fisica, despertam maior interesse.
Assim, mencionarei trés questoes que os estudantes de fisica tendem a achar
interessantes.

A primeira questdo é a da ontologia: todo mundo gosta de discutir so-
bre o que existe e 0 que ndo existe, e na filosofia das ciéncias fisicas esta ¢ um
problema recorrente. Existem de fato forcas? O campo magnético existe, ou
é apenas um epifendmeno das correntes elétricas? O potencial vetor eletro-
magnético ndo é mesmo real, como nos ensinam, Mesmo levando em conta
o efeito quantico descrito por Aharonov-Bohm? O que dizer do referente da
funcdo de onda quéntica? Os invariantes da teoria da relatividade restrita tém
estatuto ontolégico superior, mesmo ndo sendo diretamente observaveis? E o
espago e 0 tempo, sdo densos ou discretos?

Nessas discussdes, uma distingdo fundamental deve ser tragada entre
realismo cientifico e “fenomenalismo” (termo que englobaria diversas formas
de antirrealismo cientifico). Deveria a ciéncia tentar explicar a parte observa-
vel da realidade, postulando entidades e estruturas inobservaveis (realismo),
ou deveria ela se ocupar apenas de descrever as observagdes de maneira eco-

némica, fazendo previsdes bem corroboradas e “salvando os fendmenos”?
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As outras duas questdes sdo relativas a aplicagdo da matemdtica na ci-
éncia. A primeira se pergunta por que a matematica ¢ tao 1til nas ciéncias
naturais (se¢do 4), e a segunda investiga quais sdo as entidades matemdticas

que devem ser usadas para descrever a fisica (segdo 6).

O QUE SAO AS ENTIDADES MATEMATICAS?

Partindo da tese de que a matematica é objetiva, vista na se¢éo 1, cabe
agora buscar uma explicagdo para esta objetividade, o que nos leva para o
problema ontoldgico das entidades matematicas.

Uma classe de concepgdes na filosofia da matematica considera que a
melhor explicagdo para a objetividade da matematica é que as entidades e es-
truturas matemadticas sdo reais, no sentido de que tém existéncia independen-
te de seres pensantes. Tradicionalmente, hd duas variedades deste realismo
matematico: (i) as entidades matemadticas de fato existem no mundo fisico,
ou (ii) subsistem, fora do espago e do tempo, no mundo das ideias universais.
Esta segunda visdo é a bem conhecida concepg¢ao de Platio, restrita as entida-
des matemdticas, e a primeira é a concepgio da escola de Pitdgoras, recente-
mente defendida de forma radical por Tegmark (2007), ao afirmar que “nosso
mundo fisico é uma estrutura matemdtica abstrata”.

A classe de concepgles que se opdem a essas formas de realismo ma-
temdtico pode ser chamada genericamente de “nominalismo”. Bueno (2010)
apresenta uma classificagdo detalhada de diferentes formas de realismo e
nominalismo matematicos. Grosso modo, a visio nominalista afirma que
a objetividade da matemitica é uma consequéncia da estrutura do cérebro
humano (ou de qualquer ser inteligente), ou da maneira como a mente estd
ligada ao mundo, ou das regras do jogo matemético. As entidades matemati-
cas seriam projegdes da mente, que podem estar associadas a realidade fisica,
mas segundo esta visdo seria sem sentido afirmar que a matemdtica existe
fora da mente de seres inteligentes ou que subsiste em um dominio externo a
mente e suas projegoes.

Vale notar que a questio do realismo na ciéncia, mencionada na segéo 2,
¢ bem diferente da questdo do realismo na matemdtica. A primeira discute
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a realidade de entidades fisicas concretas, postuladas por teorias cientificas,
mas néio observéveis, e que existiriam independentemente dos seres huma-
nos. J4 o realismo na matemadtica postula a realidade de estruturas matemg-
ticas abstratas, cuja realidade seria independente da existéncia de seres in-
teligentes, ou que existiriam no préprio mundo fisico (pitagorismo) ou que
subsistiriam numa dimensio para além do tempo e do espago (platonismo).

A UTILIDADE DA MATEMATICA

Depois de discutir a ontologia da matemética, uma questdo predileta
para os fisicos é por que a matemdtica ¢ tio (til na ciéncia, ou como colocou
Eugene Wigner, como explicar a “desarrazoada efetividade” [the unreasona-
ble effectiveness, a eficacia ndo razodvel] da matematica nas ci€ncias naturais.
Esta questdo pode ser considerada um “problema de aplicagdo”. (BUENO,
2010, p. 69) O fisico htingaro-americano salientou dois papéis para a ma-
tematica na fisica. O papel mais fundamental seria exprimir as leis da na-
tureza. J4 o papel mais prético, que ele chama “matemdtica aplicada’, seria
ser um instrumento para avaliar os resultados dessas leis, ao inserir condi-
¢des iniciais e de contorno, calcular previsdes numéricas, e compard-las com
os nameros obtidos nas medi¢des experimentais. (WIGNER, 1967, p. 228)
O que impressionou Wigner foi o primeiro papel: por que as leis matematicas
da natureza funcionam tio bem? Mais especificamente, como um cientista,
como Newton, trabalhando com relativamente pouca evidéncia empirica, é
capaz de formular uma lei da gravitagio que funciona tdo bem para um do-

minio tdo vasto e inesperado da realidade fisica?

(a) A resposta mais simples a este problema ¢ fornecido pelos pitagéri-
cos, como Tegmark, que explicariam essa efetividade pelo fato de a natureza
ser intrinsecamente matemética, de ela ser constituida por estruturas mate-
maticas. Assim, fica explicado por que o cientista tem tanto sucesso em des-
crever a natureza com a linguagem matematica, e em fazer novas previsoes.
Na variante platonista, as formas das coisas seriam c6pias imperfeitas das

ideias matematicas puras e perfeitas.
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(b) A resposta de Wigner foi um pouco desapontadora, pois ele con-
siderava que a efetividade da matematica é um “milagre”. Nessa sua atitude,
que pode ser chamada de misteriana, ele considerava até “dificil acreditar
que nosso poder de raciocinio foi levado, pelo processo de selegio natural
de Darwin, a perfeigio que ele parece possuir”. (WIGNER, 1967, p. 224) Sua
posigdo tem sido descrita como “mentalista’, indicando que claramente nao
tinha uma visdo de mundo estritamente materialista.

(¢) A maneira como Wigner formulou a questdo pode ser identificada
com o problema da indugdo: o que justifica estender uma lei que descreve
adequadamente um dominio restrito de objetos para um dominio mais am-
plo? Seguindo David Hume, o filésofo empirista John Stuart Mill ponderou
sobre esta questdo, no contexto de sua filosofia empirista, e concluiu postu-
lando a existéncia de um principio de uniformidade do curso da natureza.
(MILL, 1843, Livro III, p. 175) Ou seja, a natureza tem uma tendéncia a ser
uniforme, a se repetir no tempo e no espago, de forma que se observamos
uma regularidade em um ndmero finito de objetos, geralmente (mas nem
sempre, é claro) estaremos seguros em generalizar esta regularidade ou lei de
maneira universal, para todos os objetos daquela espécie.

(d) Uma abordagem menos empirista e mais “construtivista’, ou seja, uma
postura que considera que a experiéncia ¢ ativamente formatada pela mente hu-
mana, como a do filésofo Immanuel Kant, nao apela para um principio de uni-
formidade na natureza, mas sim para um principio interno ao sujeito do conhe-
cimento, para a maneira como o aparato cognitivo do sujeito estrutura os dados
do mundo externo, maneira esta que seria matematica. O que Mill consideraria
a uniformidade da natureza é para Kant um pré-requisito a priori de qualquer
experiéncia possivel, expressa como uma “categoria do entendimento”. A efetivi-
dade da matemadtica seria uma consequéncia necessaria da maneira como nossa
mente constroi sua representacido do mundo (SILVA, 2011).

(e) Eu gostaria de articular uma solugéo adicional, consistente tanto com
o realismo cientifico quanto com o nominalismo matematico. A ideia é sim-
ples, e estd relacionada com as concepgdes de Hilbert (1902, p. 448) e Poincaré
(1908, p.162) de que a existéncia matematica é livre de contradi¢io. A proposta

€ que a matemdtica tem, em sua esséncia, uma propriedade X_ que correspon-
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de a uma propriedade fisica geral X possuida pela realidade fisica. No relato
de Mill, a propriedade fisica correspondente seria a uniformidade da natureza,

que seria expressa por certas regularidades da descri¢do matematica.

Seguindo a sugestdo de Hilbert e Poincaré, pode-se argumentar que
a consisténcia das teorias mateméticas usadas nas ciéncias naturais (X )
corresponderia a uma certa propriedade de “consisténcia’ ou “auséncia de
contradicio” (X,,) da realidade natural. Se de fato se puder estipular X e
X,,, entdo poder-se-ia explicar por que a matematica funciona tdo bem no
dominio das ciéncias naturais, e por que outros sistemas formais (diferentes

da matematica) nio o fazem.

0 QUE NAO E MATEMATICA?

Para que o argumento, apresentado no item (e) acima, possa funcio-
nar, é preciso descrever o género do qual a matemdtica é uma espécie. Parece
razodvel considerar entidades e sistemas matemdticos como um subconjun-
to dos “construtos abstratos’, que também incluiriam: (i) construtos contra-
ditérios, como o quadrado redondo e outros dos “objetos impossiveis” de
Meinong; (ii) construtos triviais; (iii) construtos mal definidos; (iv) persona-
gens ficticios, como Sherlock Holmes e Macunaima.

Nenhum desses construtos abstratos tém lugar na ciéncia. As classes
(i) e (iii) carecem de consisténcia; a classe (ii) carece de riqueza ou complexi-
dade; os itens da classe (iv) carecem de generalidade, usando uma linguagem
factual para entidades de fato inexistentes.

Umna outra classe que poderia ser incluida seriam (v) os conceitos uni-
versais, como os de triangularidade, brancura e justica. Alguns deles podem
ter aplicagdo na ciéncia, como 0s conceitos envolvidos em leis cientificas, mas
neste caso eles seriam considerados matematicos.

Uma classe adicional seria (vi) a l6gica. Sistemas 16gicos sdo geralmen-
te consistentes, mas seu uso na ciéncia ndo ¢ tao notével quanto a efetividade
da matematica, talvez porque a légica classica seja suficientemente adequada

para todas as teorias cientificas (apesar de as 1ogicas ndo cldssicas poderem
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ser usadas em interpreta¢des alternativas de teorias fisicas, especialmente na
mecénica quéintica), ou talvez porque a riqueza e complexidade dos sistemas
légicos ndo sdo muito relevantes para a maior parte das ciéncias naturais (ao
contrario de sua importincia na computagao, nos fundamentos da matema-
tica e outras disciplinas relacionadas).

A tese apresentada no item (e) da segdo anterior afirma que dentre
todos esses objetos abstratos, aqueles que satisfazem uma propriedade de
consisténcia X sdo aqueles que tém aplicagdo na ciéncia, que sdo somente
os objetos matemdticos e logicos. Vale a pena darmos um exemplo de um
sistema abstrato ndo trivial que nao satisfaz a consisténcia: os nimeros ter-
narios de Hamilton. Sua ideia original foi estender os niimeros complexos,
descritos nas duas dimensdes do plano de Argand, para trés dimensdes. No
entanto, na algebra resultante ndo se consegue definir a divisao entre nume-
ros de maneira consistente. (BAEZ; HUERTA, 2011, p. 70-1) Hamilton sé
conseguiu resolver o problema ao introduzir uma quarta dimensao, o que
resultou em sua famosa teoria dos quatérnions. Segundo a visio nominalista
adotada no presente artigo, os niimeros terndrios e os quatérnions teriam o
mesmo estatuto: sio ambos construgdes abstratas bem definidas. No entanto,
os numeros terndrios carecem de uma propriedade, X__, tornando-os initeis
na ciéncia, ao contrario dos quatérnions.

Para finalizar, devo admitir que a identificagdo de X  com a proprie-
dade de consisténcia é uma hip6tese preliminar, a ser refinada no futuro.
Continuo sustentando que a melhor explicagdo para o sucesso da matemati-
ca na ciéncia é o fato de ela ser um construto abstrato com uma propriedade
X .. que corresponde a uma propriedade andloga X, do mundo fisico. Mas ¢
ainda preciso refinar melhor qual ¢ esta propriedade X_ .

Por exemplo, ha as légicas paraconsistentes, que nio satisfazem a
consisténcia, mas que tém aplicacio em sistemas reais. (PRIEST; TANAKA,
2009) O que essas légicas tém é uma regra que impede a trivialidade, ou seja,
a possibilidade de derivar qualquer conclusdo a partir de uma contradigdo.
Apesar de tais 16gicas terem aplicagdes praticas, resta verificar se elas podem
ser aplicadas a realidade fisica, ou apenas a situagdes envolvendo falta de co-

nhecimento humano.
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NUMEROS IMAGINARIOS DESCREVEM A REALIDADE?

Descrevemos diferentes visdes sobre a ontologia das entidades mate-
madticas, e discutimos uma primeira questdo de aplica¢do, de por que a ma-
temadtica ¢ tdo ttil nas ciéncias naturais. Uma segunda questéo de aplicagio,
que ¢ especialmente interessante para alunos de Fisica, é se os nimeros ima-
gindrios descrevem a realidade. A visdo convencional é que niimeros imagi-
ndrios ndo sdo nunca usados para descrever aspectos observaveis do mundo,
apesar de eles poderem ser tteis nos passos intermedidrios de cdlculos sobre
esses aspectos observaveis. Os niimeros reais, por outro lado, descreveriam o
que observamos.

Esta visao convencional tem seus problemas. Em primeiro lugar, em
que sentido nimeros reais podem ser atribuidos a grandezas observaveis, ji
que, no mundo fisico concreto, ndo hd maneira de distingui-los dos nimeros
racionais? Quais classes de nimeros podemos observar?

Ha 13 pares de nervos cranianos em cada mamifero, mostrando que é
direta a aplicagdo de niimeros naturais para objetos bem definidos e distintos.
Um pitagérico poderia afirmar com seguranga que nimeros naturais existem
no mundo fisico (mas nio todos eles, se o universo for finito).

E quanto aos nimeros inteiros negativos? A quais coisas eles podem
ser aplicados? A altitude do Mar Morto é —378 metros, onde o sinal negativo
indica que ele estd abaixo do nivel de referéncia dos oceanos. Mas se o ni-
vel de referéncia fosse o centro da Terra, a altitude seria sempre um nimero
positivo. O sinal negativo apenas exprime uma escolha convencional de re-
feréncia: por que, entdo, o pitagérico deveria acreditar em sua existéncia no
mundo fisico?

Nuameros racionais podem ser aplicados de maneira mais direta para
exprimir razdes entre comprimentos (expressos como numeros inteiros,
por exemplo, miltiplos inteiros de uma unidade basica, como o milimetro),
como em cordas musicais, onde o intervalo de quinta corresponde a razao
3/2 entre os comprimentos de duas cordas.

E os niimeros reais? O nitmero real V2 descreveria de maneira exata

o comprimento da diagonal de um quadrado de lados unitdrio, mas esse re-
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sultado ndo se aplica de maneira exata a realidade, onde hd sempre pequenas
imperfeigoes e flutuagdes. Ou seja, um niimero racional descreveria igual-
mente bem a diagonal de um quadrado concreto. Mesmo assim, 0s nmeros
reais sio utilizados como base para as teorias fisicas, entdo temos o costume
de associar os resultados de medig¢Ges reais a niimeros reais.

De um ponto de vista nominalista, nio hd nada de errado em asso-
ciar niimeros reais ao mundo fisico, pois ao fazer isso nio estariamos pres-
supondo que os niimeros reais “existem” no mundo fisico (como diria um
neopitagorico), mas simplesmente que os numeros reais, entendidos como
uma construgio mental abstrata, podem ser aplicados de maneira coerente
ao mundo fisico.

E o que dizer dos nimeros complexos? Eles sdo muito tteis para des-
crever as fases relativas de movimentos oscilatérios, o que levou alguns fisi-
cos, como Yang (1987) e Wigner (1967, p. 225, 229), a considerar que eles nio
podem ser eliminados da fisica teérica, especialmente das teorias de calibre,
pondo-os em pé de igualdade com os niimeros reais. Tal atitude parece sen-
sata. Do ponto de vista do nominalismo matemdtico, a questdo € se um con-
ceito matemadtico é ttil na ciéncia, e ndo se ele “de fato existe’”, como tenderia
a dizer um pitagérico. E verdade que, na teoria quantica usual, nenhum valor
esperado calculado pela teoria envolve termos imaginarios, o que significa
apenas que 0s numeros reais (ou racionais) sio suficientes para representar
valores medidos, e ndo que estes tenham “mais realidade” que aqueles.

Outro caso interessante é o de probabilidades negativas. Feynman
(1987) salientou que estes nimeros nunca podem ser aplicados a realidade,
apesar de serem uma ferramenta util nos passos intermedidrios de um cdl-
culo de grandezas observaveis da natureza. No entanto, pode-se interpretar
uma probabilidade negativa como indicando que uma situagao tem um grau
de impossibilidade maior do que uma situagao cuja probabilidade é simples-
mente zero. Em outras palavras, pode-se classificar diferentes cendrios logi-
camente possiveis de acordo com um certo pardmetro a, e tal pardmetro pode
aparecer em uma equagdo exprimindo o grau de possibilidade do cendrio: o
valor negativo da probabilidade de uma situagdo indicaria o qudo distante o

parimetro a estd do cendrio com probabilidade zero.
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