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Resumo

Apresenta-se um esboço de runa axiomatizagão operacional d¡ teoria quântica, com postrfados mais ligados a
questões empírics, visando uiu abordagem mais didática à ñsica quântica e que não pressuponha a teoria
matemática dos espaços vetoriais comþlexos. Como pmo de.fundo, fu-se ma compmção das uiomatiações
empiristâs c dedutivistas. 

, 
Após aprgsentåf brevemente os tradiciomis sete postulados da mecânica quântica,

próximos da abordagem dedutiviste propomos seis posnrlados mais opemcionais, incluindo um que destaca a
existência dc cstados não-separáveis (emaranhados) de dois objetos quânticos.

1. Duas abordagens para a axiomatizÃção de teorias científicas

A axiomatização da geometria de Euclides foi o paradigrna do conhecimento seguro ao longo de
dois lnilênios. Sistemas ñlosóficos do séc. XVIi, como os de Descartes e Espinos4 buscavam
partir de postulados autoævidentes para então deduzir teoremas de seu sistema. Na fïsic4
Desoartes e Newton consüulram seu sistema de mundo com base em postulados que, se não
eram auto-evidentes ou intuitivos, eram relativamente simples, como o princípio de inércia e o
de ação e reaçâo.

Duai cæacterísticas almejadas para esses sistemas axiomáticos eram a segurança dos
poshfados fi¡ndamentais e o rigor das deduções. A partir da segunda metade do séc. XD(, o peso
diferente Atribuído a cada uma dessas características gerou dois polos distintos de
axiomatizações (com ampla gama de casos intennedirários): a abordagem empirista oLt

operacioral versus a abordagem dedutivista (geralmente æsociada a um realismo semântico,
mas também c.onsistente com ó instrumentalismo). A primeira eîfatizî a segurança dos
pgstulados, que no caso das ciência.s emplricæ ostá associado à observação ou aos "fatos", e

buscam-se postrfados que reflitam diretamehte operações experimentais e observações objetivas.
Já a abordagem dedutivista aceita que o sistem4 axibmático se baseie em hipóteses não
djretamente coûprováveis, desde que as dedr¡Ses feitas a partir desses poshrlados descreva
con€tamente as observações eppíricas.

A axiomatização informal que Newton apresentou nos Principia era bastante próxima da

abordagem empirista. Cada àxioma pretendia exprimir uma lei û¡ndarnental do Universo, ou
sej4 pretendia ter um importante conteúdo fisibb, mesmo que houvesse redundância: a ls lei é

um caso particular da )e iei, para força resultanle igual a zç.rp. No séc. XI& Mach, Kirchhoff e

Hertz, entrt outros, busparam fazçr uma revisão dos postrfados newtonianos para torná-los ainda
mais condizentes com o ideal empirista de redueir uma teoria científica a observações
minimamente impregnadas de teorização. Assim, o conceito de "força" foi considerado como
sendo não diretamente observávdl, e pàssou a ser definido a partir de massa e aceleração.

Em sum{ as abordagens måis empiristas ou operacionais de axiomatização de teorias
cientlficaq buscam aò máximo definir apenas conbeitos observacionais, minimizando a
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introdução de termos teóricos (que não designarn entidades observáveis) e buscando construir as

estn¡turas matemáticæ p¿rsso a passo com a delniçls dos conceitos. Costuma haver iros
partidririos deste estilq uma forte preocupação didática. No séc. XX, Herbert Simon (1970)

adotou tal perspectiva para a axiomatização da mecâ¡rica clássica (ver discussão em Dorling
1977).

Em oposição a isso, ábordagens dedutivistas seguem um estilo que foi explorado de maneira

rigorosa por McKinsey, Sugar & Suppes (1953). Em sua axiomatização da mecânica clássic4
eles encararam o conceito de forp de maneira realist4 mesmo adotando lrm tom geral

instumentalist4 e aceitarap que se pudesse definir esse conceito de modo independente dæ
observações. Redundâncias cordo aquela apontada entre a 1! e a 2e leis de Newton eram
rigorosamente eliminadas. Tal abordagem se alia com a chamada concepç{o semântica de teorias
(ver, por exemplo, Suppe 1989), que inco¡pq¡¿ toda uma teoria matemática (por exemplo, a da

geometria simplética na mecânica hamiltoniana) na base da axiomatização. Pode-se dizer que

esta abordagem prioriz4 mais o rigor lógico do que a preocupação didática.
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2. A axiomatização dedutivistp da teoria quântica

As axiomatizações da teoria quânçica não-relativística (por exemplo, d'Espagnat 1976, pp. 14-
20, Cohen-Tannoudji et al. 7977, pp. 162-163,213-225, Isham 1995, pp. 8a-85) geralrnente

seguem a versão pioneira de von Neumann (1932), qup é apontada como uma anteci$ação da
abordagem dedutivista na axiomâtização de teorias científicas¡ e da concepção semântica a
teorias científicas (Suppe 1989, p.3).

O 1a postulado associa cada esfado pwo de um sistema quântico a um vetor e4r um espaço de

Hilbert (espaço vetorial complexo). Ûnpllcito rlesta associação estå o princlpio quântico de

superposição: dados dois estados pennitidos do sistem4 qualquer cbmbinação lineæ dos vetores
assooiados fornece um vetor associado a um estado permitido. knpllcito também está a
existência de estados em¡ranhados de duas partículas, representailos por vetores não fatoráveis.
O 2q postulado æsocia uma grandeza fisicamènte obsèmável a um operador auto-adjunto no
espaço de Hilbert, e os resultados possíveis da medição deste observ{vel são æsociados pefo 3e
poshfado aos autovalores do operador. O 4a postulado exprilre as probabilidades de se obtereln
os diferentes resultados possíveis da medição do observável. 0 5s é o postulado da projeção, que

estipula qual o estado final após uma certa medição que fomeceu um resultado específico. O 60
postulado é a equação de Scfuödinger, que descrpve a evoluçãg temporal de um sistema
fechado, antes da realização de uma medição. Por fim, um 7a poshrlado é adicionado (d'Espagnat

1976, pp.27-28), aßrmando que partículas indistinguíveis (ou sej4 tendo mesma mass4 carga
etc.) devem ser descritas por vetores de estado simétricos (no cæo de bósons, com spin inteiro)
ou anti-simétricos (no cæo de fermions, com spin semi-inteiro).

Tal axiomatização é bastante clara e útil par4 quem domina o formalismo matemático da

teoria. Conforme já mencionado, r'ma caracterlstica bast¿nte apreciad4 dento da concepção
semântica de teorias, é o fato deque uma teoria matemática completa (a dos espaços vetoriais
complexos) é incorporada na base da axiomatização.

No entanto, tal abordagem não é facilmente æsimilada po¡ alunos que estão aprendendo
fÏsica quântic4 e que não possuem a adequada preparação matemática. Vários dos conceitos
apresentados, como os de estado, au{ovalor, autovetor e ortogonalidg$e, são priùeirámente
deñnidos em termos matemáticos, o que üaz diñculdades para Esses estudantes. Algung
princípios import¿ntes, como o de superposição ou o de emaraphamentd de estados, acabam nãb
recebendo destaque, por sererp consequênciàs da estrutura matemática subjacente. Além disso,
nada é dito sobre o domlnio de aplicação da teoria: o que é um "sistema quântico"? Quais são as

teses empíricæ da teori4 que poderiarr ser falseadas, e quais são äs definições, aceitas de

maneira convencional?

3. Conceitos observacionais da teoria quântica

Na seção anterior fizemos menç4o ¿os sete postulados do formalismo matemático, da formulação

"|¡ãñ" 
du fìri.u quântica. O problema que se colooa é ie é possivel exprimir esses postulados

de uma maneira menos matemålica e maisintuitiva para o aluno do ensino médio e superior'
- î*. p¡r".lta consideração é que o fonnalismo matemático da mecânica quântica está

distante dà realidade à qual i..os uçtto em um laboratório de fisica. o espaço de vetores de

",1;õ; 
; eqqação de Scbrödinger, o postrfado da projeção, operadores e ,autoestados 

não

*Àrúon¿* á nada que poss; ser diretamente observado no laboratório. Nesse sentido, os

"oooito, 
envolvidos costumam ser chamados de tefmos "teóricos", participando de leis teóricas,

;õ;;içt" aos termos "de observação" ou "observacionais", envolvidos em leis empíricas, que

*o"rponaaln de maneira mais lntima ao que é observado. E quais são os termos observacionais

da teoria çântica?-- 
U. ptì-"i. conceito a ser mencionado é o de autovalores (3q postulado), que.corresponde

*r-r"riltodo, possíveis d,e uma medição quântica, em qualquer uniclade. escolhida. O outo

ãào oUr.*u"ional que faz a ligação émeã teoriä e os expe^rimentos esta relacionado com a

orobabilidqde de se obrer r* ;ri, resultado de medição (4q postulado), o que na prática é

ffiffi; p* ;; ;Ñ"g.," de frequência relàtiva. (que envolye. rrnr n'-tro finito de

observações, e portanto é .pen; í*á 
"p.o*i."çao 

¿ pàtatlti¿a¿e). De acordo.com o 4q

;;;t1d.i", ãpioïabili6ade é bbtida como'o módulo quadrado do produto escalar dos vetores

;;pr*;il"'" estado do sistema e o autoestado (associado ao autovalor em questão)' Para uma

i.i-r*."t"ca" gráfica do contato enüe termos observacionais e base empíric4 e da estrutura da

teõria quântica, ver Pessoa Jr. (2003, p' 6a).

òoåo upres"nt'¡, de uma à*.i* nãó matemática para os alunos, os conceitos de estado e

autoestado,'usados também nos fostulados ls e 5q, e o conceito de observável, usado no 2q

poshrlado?' -O 
p*to de partida é cæacterizar qJal o sistema fts¡c? a ser analisado. Pode ser um feixe de

luz ãriun¿o de 
^um 

lasei, uma coleçãd de átomos çmitidos de um fomo, €tc. Tal sistema fìsico

ánuotu" uma entidade, geralmelte åe natureza microscópica (luz, átomo, etc'), caracterizada por

c€rtos parâmetros (freqqênci4 velocidade, temperatura, etc')'

Tal sistema fisico é consídendo qìÁntico'se as medições realizadas fornecerem resultados

.,quuotøuAos-, ou sej4 transferireri pãcotes discretos de énergia para o detector, e. tais pacotes

di.. fo.uf¿u¿as a.ï-ei.á pont'li(em me6içOes sensíveis à posição do objeto microscópico)'

nr,i* o.ro, pæa distinguir um sistema quântico de um sistema descrito pela mecânica classica

J.ìJi.rlir, é preciso-que o sistema quântico peja copstituído de ondas de matéria ou ondas

eletromagnéticæ. A característica onddätória de um obj91o quântico ?lT,t-::-it:t,]a¡iarem 
as

fases de diferentes 
"otnpon"niÈr 

do cibjeto quântico espalhadô, gerando franjas !e interferência

ou UutL"nto, quântiós. É poSsiuei tlefinir quase todas as propriedades _de 
um sistema

essencialmente quântico apenas considerandp-que se trata de uma onda material (ou

.i.nã..goeti.q äu ¿. outo bóson) com quantização na detecção. Dessa,form4 fenômenos

ildÑ;;" o princípio de inceieza ç o-tunelamento podem ser entendidos a partir de seus

å*gãi.*r onddâtórioi ct¿ssiCos. Discutiremos isso ém um trabalho posterior, no qual

analisaremos a interpretaçãp ondulatória ¡ealista com colapsos, mas vale T.n:to"T que pelo

rnenosdoisoutrostaço$seria¡finecessáriosparaaadequadacaracterização.desistemas
quarrti"or, o emaranhamento qudntico (envolvendo.doís ou mais quanta) e a distinção entre

bósons e fermions (o postulado 7q mencionado ar;ima)'

o formalismo qo. ,. ,"g* se aplica d "estados puros", que.se_re-ferem.a objetos quânticos

inrlividuais or, por-.*t *ão] u u¡1u^*1"ção de objet's individuais independentes preparados no

mesmo estado. para simplificar, consiáeraremqi que um sistema quântico é microscópico
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(melhor seria dizer "nanoscópico") e que o aparelho de medição é macroscópico (mais de
bilhões de vezes maior qFe o objeto quântico).

A caracterização operacional ile um estado costuma ser feita a þartir de duas estratégias: (a) o
estado corresponderia a um anaqio experimental que prepara o sistema esfudado de uma certa
marieir4 (b) o estado fomeceria todas as informa$es que permitiriam descrever corretamen¡e as
probabilidades de resultados de medições, para quaisque¡ observáveis que forem r¡edidos. No
caso da fisica quântica" h{ uma convergência dessas duas eshatégias. Daremos prioridade {
deñnição (b).

o que é um autoestado? É um estado para o qual se pode mpntar um detector de tat forma
que a probabilidade de deteção seja l. E o que é um observável? Nada m4is do que o coqjunto de
todos os autoestados e seus autovalores correspondentes (isso é expresso de manel¡a matemática
pelo teorema espechal dþ von Nerunann; yer Pessoa Jr. 2003, p. 69),

4. Uma axiomatização operacional da teoria quântica

Façamos uma lista mais cuidadosa dessæ definições operacionais e de quaho postulados da
teoria quântic4 expressos sem uso db simbolismo matemático e sem preocupação com o rigor
formal:

D efniçõ e s 1 (experimeutais) :

Def, |a:uma preparação envolve 4 gergção de um ou mais objetos ûsicos por meio de um
instrumento cientlfico ou por processos naturais.

Def, Ib:Uma análise experimental cnnsiste de uma certa disposição de analisadores, filhos e
outros dispositivqs r44croscópicbs com os qqais Þ obJeto quâirtico interage aûtes de
ser detectado.

Def. Ic:uma medição é conrpletada quando a preparpção e aniílise experimental são
seguidas pelo regisho mactoscopico em um ou mais detectores. (Ire¡nos supor que a
eficiência dos detectores é de 100%.)

Postulado I (empírico): Existem bbjetos fisicos microsbópicos que:
a) Ao serem medidos individualmente, fomecem resultados ..quantizados,,, ou sej4

transfe¡em pacotes disoretos de energia para o detector, e se manifestam de manei¡a
localizada ou pontual. (Propriedade de quantização)

b) Ao serem medidos coletivamente (sem modificação dd preparação ou análise
experimental), em situaçõbs em que mais de um detector pode disparar, os valores
obtidos são "flutuantes" ou ¡leatórios, ou sej4 não é possível prever com cert&a o
resultado da medição, mas apenas de maneira probabiliia. (nopriedade de
imprevisibiliflade)

c) Em mediçõei coletivas, em que o sistema estd sujeito a variaçõçs næ fases nos diferentes
feixes (ou também variações de fasè no tempo), resultam franjæ de interferência ou
batimentos quânticos. (hopriedade de sereni ondas materiais oir bosônicas)

Este primeiro postulado é "empírico", ou sej4 ele estabelece um fato observado a respeito do
mundo, que é importante para determinar o flomínio de aplicação dos postulados restaptes.

Def, 2: Um sistema quântíco consistp de um ou mais objetos microscópicos que satisfazem
o postufado empírico.

Def, 3: O estado derm sisteûtâ quântico preparado é definido pelo conjunto de resultados
(no limite de muitas medições), variando-se a pnrílise experimental de todas as
maneiras possíveis.

Assim: (a) dua$ preparaçdes geram o mesmo estado quântico se os resultados de quaisquer

medicõeì'pru * oua.5 
'preparuçoes 

forem estatisticamente indistinguiveis; (b) preparações

p".feit".ent" semelhantej gerirm o mesmo estado; ma.s (c) um mesmo estado pode swgir a pàrtir

ã. pÀpuruco.r distintas. 1ia¡ Oefrniçao não deve.proibir que possa haver especifica@es mais

.otÄpfêtæ äo esødo do siitema, por meio de vqriáveis ocultas, que poderiam ser chamadas de

estados "subquÊnticos". )

Def.4; tJm sistema quântico é pu,o se ele satisñzer os pos$lados abaixo. Isso engloba

entidades individuais (não-emaranhadas), duas ou mais entidades emaranhadæ, ou

uma coleção não-interâgente de tais sistemæ individuais (ou sistemas emaranhados)

puroS preparados da mesma nraneira. Caso contrário trata-se de lulma mistura

,rtotiti¡ri. (Para o iniciante ûo assunto, tal distinção precisa ser babalhada com

exemplos þùidadqsa¡nçnte escolhidos. Note também que ainda não se definiu um

estado emaranhado.)

Def. 5: lJm autoestado é um eslado paia o qual €xiste uma análise experimental que leva um

certo detector a disparar ðoûl ptbtubitioade 1. Diz-se que este detector está

associado ao autoestado.

Def'6..Paracadapreparaçãodetrmautgestado,associa.seumnúmerochamadoautoyalor,
qo. *,,"ip*d. ao resultado' do experimento, em unidades arbitrariamente

escolhidas.

Def. 7: Dado um autoestado, define-se u{n autoestado ortogonal a ele a partir de uma

preparaçãoexperimentalquedefineoutoautoestado,mæcujaprobabilidadedeser
*.ài¿o- no detector assðci4do ao primeiro autoestado é nula- A relação de

ortogonalidade é simftrica.

Def'*:Dadoumsistemaquântico,o1úme.romaximodeaufoestadosmutuamente
ortogonais fortna umä base co4pleta de autoestados. Esse número é chamado a

dimensão do esPaço de estados'

Def'9.-oobserl¡ávelsendomedidoemumpxperimentoconsistedabasecompletade
autoestadosedoscorrespondentesautovalores.Cadaobserváveléexpresso
matematicamentþ por meio de vn operador þ no espaço de estados'

A relação matemática enûe o operador @ associado ao observável, os autovalores 7, e os

autoestados l/,) e oaao pelo teorema espectal: Q=Zr, Êþ,], onoe Þ[¿] e o operador de

projeção spbre l/,).
Def I0: Observáveis incompatívers podem ser caracterizados a partir de doii autoestados que

violamaortogonalidade(Def7)Apartirdecadaumdeles,pode-seconstruiruma
base conqpleta de autoeìtados'(oei A), que por sua vþz definem observáveis

incomPatíveis.

Em termos formais, os operadores O e Â 1¡et 9) associados a observáveis incompatíveis não

comutam, ou seja þa-nQ + o. Definido-se os desvios padrão Ào e 
^.Ê, 

Kennard mostrou

em 7927 como se deiva à relação de incerteza de Heisenberg'
- oi¡ I|..rJm estado qcesiível é um estado que pode ser preparado em um arranjo

exPerimental.

I
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Posnlado 2: (Princípio quântico de superposição) Qualquer estado acessível de um sistema
quântico é ou um dos autoestados ll,) ¿u U*. complet4 ou uda combinação

linear desses autoestados envolvendo quaisquer coeficientes ø¿ escolhidos de tal
maneira que:

a) A soma dos módulos quadrados dos coeficientes a¡ é I (normalização).
b) O módulo quadrado do coeficiente ø foryece a probabilidade de disparar o detector

associado ao autoestado ll,) Gegra ¿e Bom), levando-se epr conta a imprevisibilidade do

resultado individual.
c) Uma fæe arbitária pode multiplicar cad4 coeficiente, a menos de uma fæe global.

O princípio de supeçosição aûrma que qualquer combinação linea¡ de autoestados é acesslvel.

Postulado 3: (Transição de estados na mediçiio) Após uma medição:
a) Se o objeto quântico não é absorvido pelo detector, o estado final do objeto geralmente é

o autoestado associado ao detEctol (postulado da projeção). Estq situação é válida para
uma clæse limitada de medições, conhecida como medições'tepetíveis" ou de..lo tipo",
incluindo medições diretas de posição.

b) Há cæos, conhecidos como medições "previsíveis" ou de "2o tipo", em que o estado ñnal
não corresponde ao autoestado æsociado à me{içflo. um exemplir é a medição indireta
do estado energetico excitado de um átomo, por meip da emissão de um fóton (qpe é
detectado diretamente).

c) Se o objeto quântico é absorvido pelo detector, não há çstado final do objeto.

Posn¿lado 4: (Evolução unitátria) F,ntre a preparação e a mediç{o, hå uma evolução contín¡a". detemrinista e reve,rslvel do estado quântico, regida pela equação de
Schrodinger lou 'outra equivalente), que defende 

- do ôbservável
("hamiltoniano") æsociado à energia total do sistema fechado.

Uma da téoria
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Postulado 5: (Não-separabilidade) Dois objçtos quânticos interagentes podem formar um
sistema quântico "emaranhado", caracterizado por um estado não fatorável, o¡
sej4 um estado que não pode ser escrito como o produto de um estado

associado ao primeiro objeto e um estado associado ao segrndo objeto.

As consequêhcias desta propriedade de sistemas quânticos têm sido bastante exploradas nas

últimas décadas (ver, por exemplo, d'Espagnat 1979). Para finalizar, é preciso um postulado que

salietrte as diferenças entre bsons e férmiqns, dp maneira analoga ao 70 poshrlado da seção 2:

Postulado ó: Os objetos quânticos elementares se dividem em bósons, com spin inteiro, e

fërmions, com spin semi-inteiro. Os primeiros devem sbr descritos por estados

simétricos, e os últimos por estados antisimétricos.
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5. Discussão

A proposta informal de axiomatização aprbsentada acim4 para um objeto quflntico individual
(não emaranhado), foi aplicada rio conte4to de ensino de fïsicq em pereia et al. (2012), para um
interferômetro de Mach-Zehnder. outa ilustração didática pode ser feita com medições de
componente de momento angular (spin) em um aparelho de Stern-Gerl4ch (pessoa Jr. 2003, pp.
39-44). Resta determinar em que mçdida a presente þroposta é consistente com abordagens
operacionais logicamepte mais sofisticadds, como a de Ra¡rdall & Foulis (1920).

A presente abordagem operacional não incorpora a definição de espaço de Hilbert em seus
axiomas. Assim, para dar conta do fenômeho do emar¿¡hamento, um postulado separado deve
ser introduzido, o que é bonsistente com o esplrito mais empirista da abordagem operacional, que
procura capturar em seus poshfados as novidades empíricas da teoria- Conforme indicamos na
seção 3, a teoria quântica parÈ um unico objeto quântico (coberto com os poqtuladog
operacionais 1 a 4) pode spr entendida como uma aplic4çõo da teciria ondulatória plâssrca para
ondas maûeriais (e bosônicas) adicionada ao fato de que as detpções são quantizadas.

Esta concepção, porém, fracassa ao serem consideradas dois ou mais (digamos lr) objetos
quânticos interagentes, a não ser que se trabalhe com ondas em um èspaço de configuração de
3N dimensões. Esta grande novidadp da teoria quântic4 çstados não-separáveis, foi explicitada
pela primeira vez por Heisenberg (1926), ao estuda¡ o átomo de hélio com dois eléûons
emaranhados, foi usada por London & Heitler ( 1927) para descrever a ligação qulinica covalente
e explicar a "interação pe troca", esteve presente no argumetrto de Einstein, podolsþ & Rosen
(1935), foi explorada rio teorema de Bell (1964) e encontou aplicação especial na teoria da
computação quântica. Ela pode ser èsboçada da seguinte manei¡a:
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