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Resumo

Apresenta-se um esbogo de uma axiomatizagdo operacional da teoria quintica, com postulados mais ligados a
questes empiricas, visando urma abordagem mais diditica & Hsica quintica e que nfio pressuponha a teoria
matematica dos espagos vetoriais complexos. Como pano de-fundo, faz-se uma comparagdo das axiomatizagdes

empiristas ¢ dedutivistas. Apds ap [ os tradicionais sete | lados da |
préximos da abordagem dedutivista, propomos seis postulados mais operacionais, incluindo um que d a

existéncia de estados ndo-separéveis (emaranhados) de dois objetos quanticos.

1. Duas abordagens para a axiomatizago de teorias cientificas

A axiomatizagdo da geometria de Euclides foi o paradigma do conhecimento seguro ao longo de
dois milénios. Sistemas filoséficos do séc. XVII, como os de Descartes e Espinosa, buscavam
partir de postulados auto-evidentes para entdo deduzir teoremas de seu sistema. Na fisica,
Descartes ¢ Newton construfram seu sistema de mundo com base em postulados que, se ndo
eram auto-evidentes ou intuitivos, eram relativamente simples, como o principio de inércia e o
de agio e reagfo.

Duas caracteristicas almejadas para esses sistemas axioméaticos eram a seguranga dos
postulados fundamentais € o rigor das deduges. A partir da segunda metade do séc. XIX, o peso
diferente atribuido a cada uma dessas caracteristicas gerou dois polos distintos de
axiomatizagBes (com ampla gama de casos intermediérios): a abordagem empirista ou
operacional versus a abordagem dedutivista (geralmente associada a um realismo semdntico,
mas também consistente com o© instrumentalismo). A primeira enfatiza a seguranga dos
postulados, que no caso das ciéncias empiricas esta associado & observago ou aos “fatos”, e
buscam-se postulados que reflitam diretamente operagdes experimentais e observagdes objetivas.
Ja a abordagem dedutivista aceita que o sistema axiomatico se baseie em hipdteses ndo
diretamente corhprovaveis, desde que as dedugBes feitas a partir desses postulados descreva
corretamente as observagdes empiricas.

A axiomatizagfo informal que Newton apresentou nos Principia era bastante proxima da
abordagem empirista. Cada axioma pretendia exprimir uma lei fandamental do Universo, ou
seja, pretendia ter um importante conteiido fisico, mésmo que houvesse redunddncia: a 17 lei &
um caso particular da 2* lei, para forga resultante igual a zero. No séc. XIX, Mach, Kirchhoff e
Hertz, entre outros, buscaram fazér uma revisdo dos postulados newtonianos para torn-los ainda
mais condizentes com o ideal empirista de reduzir uma teoria cientifica a observages
minimamente impregnadas de teorizagio. Assim, o conceito de “for¢a” foi considerado como
sendo ndo diretamente observavél, e passou a ser definido a partir de massa e aceleragdo.

Em sumd, as abordagens mais empiristas ou operacionais de axiomatizagiio de teorias
cientificas buscam a0 méximo definir apenas conceitos observacionais, minimizando a
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introdugfo de termos tedricos (que ndo designam entidades observaveis) e buscando construir as
estruturas mateméticas passo a passo com a definicio dos conceitos. Costuma haver nos
partidérios deste estilo uma forte preocupagéo didatica. No séc. XX, Herbert Simon (1970)
adotou tal perspectiva para a axiomatiza¢#io da mecénica classica (ver discussio em Dorling
1977).

Em oposigiio a isso, abordagens dedutivistas seguem um estilo que foi explorado de maneira
rigorosa por McKinsey, Sugar & Suppes (1953). Em sua axiomatizagio da mecénica classica,
eles encararam o conceito de forga de maneira realista, mesmo adotando um tom geral
instrumentalista, e aceitaram que se pudesse definir esse conceito de modo independente das
observagdes. Redundéncias como aquela apontada entre a 1* ¢ a 2% leis de Newton eram
rigorosamente eliminadas: Tal abordagem se alia com a chamada concepgdo seméntica de teorias
(ver, por exemplo, Suppe 1989), que incorpora toda uma teoria matematica (por exemplo, a da
geometria simplética na mecinica hamiltoniana) na base da axiomatizagio. Pode-se dizer que
esta abordagem prioriza mais o rigor I4gico do que a preocupagdo didatica.

2. A axiomatizagfo dedutivista da teoria quéntica

As axiomatizagBes da teoria quéntica n3o-relativistica (por exemplo, d’Espagnat 1976, pp. 14-
20, Cohen-Tannoudji et al. 1977, pp. 162-163, 213-225, Isham 1995, pp. 84-85) geralmente
seguem a versdo pioneira de von Neumann (1932), que ¢ apontada como uma antecipagfio da
abordagem dedutivista na axiomatizagiio de teorias cientificas; e da concepglio semdntica a
teorias cientificas (Suppe 1989, p. 3).

O 12 postulado associa cada estado puro de um sistema quéintico a um vetor em um espago de
Hilbert (espago vetorial complexo). Implicito resta associagfo estd o principio quéntico de
superposigo: dados dois estados permitidos do sistema, qualquer combinagfo linear dos vetores
associados fornece um vetor associado a um estado permitido. Implicito também esta a
existéncia de estados emaranhados de duas particulas, representados por vetores nio fatordveis.
O 22 postulado associa uma grandeza fisicamente observdvel a um operador auto-adjunto no
espago de Hilbert, e 0s resultados possiveis da medigio deste observ4vel sio associados pelo 32
postulado aos autovalores do operador. O 42 postulado exprime as probabilidades de se obterem
os diferentes resultados possiveis da medi¢o do observavel. O 5% € o postulado da projegdo, que
estipula qual o estado final apds uma certa medigfo que fornecen um respltado especifico. O 62
postulado é a equagdo de Schrodinger, que descreve a evolugio temporal de um sistema
fechado, antes da realizagio de uma medig#o. Por fim, um 7¢ postulado é adicionado (d’Espagnat
1976, pp. 27-28), afirmando que particulas indistinguiveis (ou seja, tendo mesma massa, carga
etc.) devem ser descritas por vetores de estado simétricos (no caso de bésons, com spin inteiro)
ou anti-simétricos (no caso de férmions, com spin semi-inteiro).

Tal axiomatizagio € bastante clara ¢ Wtil para quem domina o formalismo matematico da
teoria. Conforme ja mencionado, uma caracteristica bastante apreciada, dentro da concepgéo
seméntica de teorias, ¢ o fato de-que uma teoria matematica completa (a dos espagos vetoriais
complexos) ¢ incorporada na base da axiomatizag&o.

No entanto, tal abordagem ndo ¢ facilmente assimilada por alunos que estéio aprendendo
fisica quintica, € que nfio possuem a adequada preparagfio matemdtica. Vérios dos conceitos
apresentados, como os de estado, autovalor, autovetor e ortogonalidade, sfio pritheiramente
definidos em termos mateméaticos, 0 que traz dificuldades para esses estudantes. Algung
principios importantes, como o de superposigdo ou o de emaraphamentd de estados, acabam ndo
recebendo destaque, por serem consequéncias da estrutura matemdtica subjacente. Além disso,
nada ¢ dito sobre o dominio de aplicagdo da teoria: 0 que € um “sistema quantico”? Quais sfo as

teses empiricas da teoria, que poderiam ser falseadas, e quais sdo as defini¢es, aceitas de
maneira convencional?
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3. Conceitos observacionais da teoria quintica

Na segfio antérior fizemos mengdio aos sefe postulados do formalismo maten_xét_ico. da formulagiio
candnica da fisica quéintica. O problema que se coloca ¢ s¢ € possivel exprimir esses pagmlados
de uma maneira menos matematica e mais intuitiva para o aluno do ensino médlp € superior.

Uma primeira consideragio ¢ que o formalismo matematico _da mecfnica quéntica estd
distante da realidade 4 qual temos acgsso em um laboratorio de fisica. O espago de vetores de
estado, a equagio de Schrodinger, o postulado da projegdo, opcradoreg e autocstacl(_)s nio
correspondem a nada que possa ser dirctamente observado no laboratorio. Nesse sentido, os
conceitos envolvidos costumam ser chamados de termos “tedricos”, participando de leis }céncas,
em oposigdo aos termos “de observagio” ou “observacionais”, cnyo!vidos em leis empiricas, que
correspondem de maneira mais intima ao que ¢é observado, E quais s#o os termos observacionais
da teoria quéntica? .

Um primeiro conceito a ser mencionado é o de aufovalores (3 pogtulade), que'correspondc
aos resultados possiveis de uma medigdo quéintica, em qua]qlfer unidade wcol!.nda. O outro
termo observacional que faz a ligagio entre a teoria € 0s experimentos esti relacionado com a
probabilidade de se obter um certo resultado de medigio (4° postulado), 0 que na prética ¢
fornecido por uma contagem de frequéncia relativa (que e_n}-'olve um nimero finito di
observagdes, e portanto ¢ apenas uma aproximacfo 4 probabilidade). De acordo com o 4
postilado, a probabilidade ¢ obtida como o médulo quadrado do produto escalar dos vetores
representando o estado do sistema ¢ 0 autoestado {associado. ao autovalor em questdo). Para uma
representagio gréfica do contato entre termos observacionais ¢ base empirica, e da estrutura da
teoria quantica, ver Pessoa Jr. (2003, p. 64). _ "

Como apresentar, de uma maneira nio matematica para 0 a:lunos, os conceitos de estado (;
autoestado, usados também nos postulados 1% e 5% e o conceito de observavel, usado no 2
postulado? _ ‘

O ponto de partida é caracterizar qual o sistema Jfisico a ser analisado. Pode ser um feixe de
luz oriundo de um laser, uma colegdo de dtomos emitidos de um forno, ete. Tal sistema fisico
envolve uma entidade, geralmente de naturcza microscopica (luz, tomo, etc.), caracterizada por
certos pardmetros (frequéncia, velocidade, temperatura, etc.). _

Tal sistema fisico ¢ considerado gudntico se as medigdes ::cnhzadas fornecerem t:csultados
“quantizados”, ou seja, transferirem pacotes discretos de energia para 0 detector, e tais pacotes
forem localizadas de maneira pontual (em medigdes sensiveis 4 posigdo do objeto nyc_rosmpwp].
Além disso, para distinguir um sistema qufintico de um sis'lema descrito pela mecdnica classica
de particulas, é preciso que o sistema quéntico seja constituido de ondas de matéria ou ondas
cletromagnéticas. A caracteristica ondulatoria de um objeto quéntico aparece a0 se variarem as
fases de diferentes componentes do 6bjeto quéntico espalhado, gcrandq franjas de interferéncia
ou batimentos quénticos. E possivel definir quase todas as propriedades de um sistema
essencialmente qudntico apenas considerandp que se trata de uma onda material (ou
eletromagnética, ou de outro boson) com quantizagio na detecgiio, Dwsg forma, ﬁ?namcnos
quénticos como o principio de incerteza ¢ 0 tunelamento podem ser entendidos a partir de seus
congéneres ondulatérios cléssicos. Discutiremos isso em um trabalho posterior, no qual
analisaremos a interpretaglio ondulatoria realista com colapsos, mas vale mencionar que pelo
menos dois outros tragos seriam necessarios para a adequada caractc‘rlzaq:ﬁo‘ df: sistemas
quinticos: o emaranhamento quéntico (envolvendo dois ou mais quanta) e & distingdo entre
bésons e férmions (o postulado 7* mencionado acima). ) _

O formalismo que se segue se aplica a “estados puros”, que se. referem a objetos quéinticos
individuais ou, por extens#io, a uma colegiio de objetos individuais mdepcnd‘cmes prr{pargdc_}s no
mesmo estado. Para simplificar, consideraremos que um sistema quéntico é microscopico
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(melhor seria dizer “nanoscépico™) e que o aparelho de medigdo é macroscopico (mais de
bilhdes de vezes maior que o objeto quéntico).

A caracterizagdo operacional de um estado costuma ser feita a partir de duas estratégias; (a) o
estado corresponderia a um arranjo experimental que prepara o sistema estudado de uma certa
maneira; (b) o estado forneceria todas as informagdes que permitiriam descrever corretamente as
probabilidades de resultados de medigdes, para quaisquer observiveis que forem medidos. No
caso da fisica quantica, h uma convergéncia dessas duas estratégias. Daremos prioridade &
definigiio (b). )

O que ¢ um autoestado? E um estado para o qual se pode montar um detector de tal forma
que a probabilidade de detegdo seja 1. E o que € um observével? Nada mais do que o conjunto de
todos os autoestados ¢ seus autovalores correspondentes (isso ¢ expresso de maneira matemética
pelo teorema espectral de von Neumann; ver Pessoa Jr. 2003, p. 69).

4. Uma axiomatizagdo operacional da teoria quéntica

Fagamos uma lista mais cuidadosa dessas definigbes operacionais ¢ de quatro postulados da
teoria quéntica, expressos sem uso de simbolismo matematico ¢ sem preocupagdo com o rigor
formal:

Definigdes I (experimentais):

Def. 1a: Uma preparagdo envolve 3 geragio de um ou mais objetos fisicos por meio de um
instrumento cientifico ou por processos naturais.

Def: 1b: Uma andlise experimental consiste de uma certa disposigiio de analisadores, filtros €

outros dispositivos macroscépicbs com os quais b objeto quéntico interage antes de
ser detectado.

Def. Ic: Uma medigdo ¢ completada quando a preparagio e andlise experimental sdo
seguidas pelo registro macfoscdpico em um ou mais detectores. (Iremos supor que a
eficiéncia dos detectores é de 100%.)

Postulado 1 (empirico): Existem objetos fisicos microscopicos que:

a) Ao serem medidos individualmente, formecem resultados “quantizados”, ou seja,
transferem pacotes discretos de energia para o detector, e se manifestam de maneira
localizada ou pontual. (Propriedade de quantizacfio)

b) Ao serem medidos coletivamente (sem modificagio da preparagio ou andlise
experimental), em situagGes em que mais de um detector pode disparar, os valores
obtidos sio “flutuantes” ou aleatérios, ou seja, ndlo é possivel prever com certéza o
resultado da medigdo, mas apenas de maneira probabilista, {Propriedadc de
imprevisibilidade)

¢) Em medigbes coletivas, em que o sistema estd sujeito a variagdies nas fases nos diferentes
feixes (ou também variagdes de fase no tempo), resultam franjas de interferéncia ou
batimentos quénticos. (Propriedade de seremi ondas materiais ou bos6nicas)

Este primeiro postulado ¢ “empirico”, ou seja, ¢le estabelece um fato observado a respeito do
mundo, que ¢ importante para determinar o dominio de aplicagfio dos postulados restantes.

Def. 2. Um sistema qudntico consiste de um ou mais objetos microscopicos que satisfazem
o postulado empirico.

Def. 3: O estado de um sistema quéntico preparado é definido pelo conjunto de resultados
(no limite de muitas medigSes), variando-se a anélise experimental de todas as
maneiras possiveis.
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Assim: (a) duas preparagdes geram o mesmo estado quintico se 08 resu[_tados de quﬂisqtlcr
medicBes para as duas preparagies forem estatisticamente indistinguiveis; (b) preparacdes
perfeitamente semelhantes geram 0 mesmo estado; mas (¢) um mesmo estado pode.surg!r a part!r
de preparages distintas. (Tal definigio ndo deve proibir que possa havm: especificagies mais
completas do estado do sistema, por meio de variéveis ocultas, que poderiam ser chamadas de
estados “subquénticos”.)

Def 4: Um sistema quéntico ¢ puro se ele satisfizer os postu]adc_}s abaixo. Isso engloba

) entidades individuais (nfio-emaranhadas), duas ou mais cntzdgdes emaranhadas, ou
uma colegio nio-interagente de tais sistemas individuais (ou sistemas emaranh:cxdos)
puros preparados da mesma maneira. Caso contririo trata-se de uma mistura
estatistica. (Para o iniciante no assunto, tal distingfo precisa ser h'abalhadg com
eﬁ(emplos cuidadgsamente escolhidos. Not¢ também que ainda ndo se definiu um
estado emaranhado.)

Def 5. Um autoestado € um estado para o qual existe uma ané_lise experimental que leva um
certo detector a disparar com probabilidade 1. Diz-se que este detector esta
associado ao autoestado.

Def 6. Para cada preparagio de um autgestado, associa-se um m’lme_ro chamadc? au{ovalor,
que corresponde ao resultado do experimento, em unidades arbitrariamente
escothidas.

Def. 7. Dado um autoestado, define-se um autoestado orfogonal a cle a partir de uma
preparagiio experimental que define outro autoestado, mas cuja probabilidade de ser
medido no detector associado ao primeiro autoestado ¢ nula. A relacio de
ortogonalidade ¢ simétrica.

Def. 8 Dado um sistema quintico, o nimero méximo de aume'slados mutuamente
ortogonais fora uma base completa de autoestados. Esse numero ¢ chamado a
dimensdo do espago de estados.

Def 9: O observdvel sendo medido em um experimento consiste da base cgmpletn de
autoestados e dos correspondentes autovalores. Cada observével € expresso
matematicamenté por meio de um operador ( no espago de estados.

A relagio matematica entre o operador O associado ao observavel, os autovalores y, € 0S
autoestados |¢,) ¢ dado pelo teorema espectral: Q=Z7’1 -P[¢,], onde P[¢,] ¢ o operador de

projegdo sobre |4,).
tveis i steri artir de dois autoestados que
Def. 10: Observéveis incompativeis podem ser caracterizados a p ;

d violam a ortogonalidade (Def. 7). A partir de cada um deleF, pode-se construir uma
base completa de autoestados (Def. 8), que por sua vez definem observaveis
incompativeis. o o

Em termos formais, os operadores O e R (Def. 9) associados a observaveis incompativels ndo
comutam, ou seja, QR—I%Q % 0. Definido-se os desvios padrio AQ e AR, Kennard mostrou
em 1927 como se deriva d relagdo de incerteza de Heisenberg. _
Def 11:Um estado gcessivel ¢ um estado que pode ser preparado em um arranjo
experimental.
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Postulado 2: (Principio qudntico de superposigdo) Qualquer estado acessivel de um sistema
quéntico ¢ ou um dos autoestados |¢,) da base completa, ou uma combinago

linear desses autoestados envolvendo quaisquer coeficientes a; escolhidos de tal
maneira que:
a) A soma dos médulos quadrados dos coeficientes a; é 1 (normalizag#o).
b) O médulo quadrado do coeficiente @ fornece a probabilidade de disparar o detector
associado ao autoestado |¢,) (regra de Bomn), levando-se em conta a imprevisibilidade do

resultado individual.
¢) Uma fase arbitréria pode multiplicar cada coeficiente, a menos de uma fase global.

O principio de superposigéo afirma que qualquer combinagfo linear de autoestados & acessivel.

Postulado 3: (Transigdo de estados na medigdo) Apés uma medigo:

a) Se o objeto quéntico nfo ¢ absorvido pelo detector, o estado final do objeto geralmente &
0 autoestado associado ao detector (postulado da projecdo). Estg situagdo € vélida para
uma classe limitada de medigGes, conhecida como medigdes “repetiveis” ou de “lo tipo™,
incluindo medigdes diretas de posi¢do.

b) Hé casos, conhecidos como medigSes “previsiveis” ou de “2o tipo”, em que o estado final
ndo corresponde ao autoestado associado 4 medigio. Um exempld é a medigfio indireta
do estado energético excitado de um é&tomo, por meip da emissdio de um foton (que ¢
detectado diretamente).

c) Se o objeto quantico é absorvido pelo detector, ndo hé estado final do objeto.

Postulado 4. (Evolugdo unitdria) Entre a preparagiio e a medigfio, hé uma evolucio continua,
determinista ¢ reversivel do estado quéntico, regida pela equagdo de
Schrodinger (ou outra equivalente), que depende do observivel
(“hamiltoniano™) associado & energia total do sistema fechado.

5. Discussdo

A proposta informal de axiomatizagdo apresentada acima, para um objeto qudntico individual
(ndo emaranhado), foi aplicada nio contexto de ensino de fisica em Pereira et al. (2012), para um
interferdmetro de Mach-Zehnder. Outra ilustragfio didética pode ser feita com medigies de
componente de momento angular (spin) em um aparelho de Stern-Gerlach (Pessoa Jr. 2003, pp.
39-44). Resta determinar em que medida a presente proposta é consistente com abordagens
operacionais logicamente mais sofisticadds, como a de Randall & Foulis (1970).

A presente abordagem operacional nfo incorpora a defini¢io de espago de Hilbert em seus
axiomas. Assim, para dar conta do fenbmeno do emaranhamento, um postulado separado deve
ser introduzido, o que ¢ consistente com o espirito mais empirista da abordagem operacional, que
procura capturar em seus postulados as novidades empiricas da teoria. Conforme indicamos na
segdo 3, a teoria qudntica para um tnico objeto quintico (coberto com os postulados
operacionais 1 a 4) pode ser entendida como uma aplicagio da teoria ondulatéria cléssica para
ondas materiais (e bosGnicas) adicionada ao fato de que as detecefes sfio quantizadas.

Esta concepcfio, porém, fracassa ao serem consideradas dois ou mais (digamos N) objetos
quinticos interagentes, a ndo ser que se trabalhe com ondas em um éspago de configuragio de
3N dimensdes. Esta grande novidade da teoria quéantica, estados ndo-separéveis, foi explicitada
pela primeira vez por Heisenberg (1926), ao estudar o dtomo de hélio com dois elétrons
emaranhados, foi usada por London & Heitler (1927) para descrever a ligagio quimica covalente
¢ explicar a “interagdo de troca”, esteve presente no argumento de Einstein, Podolsky & Rosen
(1935), foi explorada no teorema de Bell (1964) e encontrou aplicagdo especial na teoria da
computagfo quéntica. Ela pode ser ¢sbogada da seguinte maneira:

R
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Postulado 5. (Ndo-separabilidade) Dois objetos quinticos interagentes podem formar um
sistema quéntico “emaranhado”, caracterizado por um estado ndo fatordvel, ou
seja, um estado que nfio pode ser escrito como o produto de um estado
associado ao primeiro objeto € um estado associado ao segundo objeto.

As consequéncias desta propriedade de sistemas quinticos tém sido bastante exploradas nas
ultimas décadas (ver, por exemplo, d'Espagnat 1979). Para finalizar, ¢ preciso um postulado que
saliente as diferengas entre bdsons e férmions, de maneira anéloga ao 72 postulado da segdo 2:

Postulado 6: Os objetos quénticos elementares s¢ dividem em bésons, com spin inteiro, e
Jférmions, com spin semi-inteiro. Os primeiros devem ser descritos por estados
simétricos, € os Yltimos por estados anti-simétricos.
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